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О ЕДИНСТВЕННОСТИ ЗАДАЧИ НЕЙМАНА 
ДЛЯ ОДНОГО 'УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО 
ПОРЯДКА 
Рассматривается задача Неймана для уравнения 
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(1) 
которое является обобщением уравнения Буссинеска - Ля­
ва [1], описывающего продольные волны в тонком упругом 
стержне с учетом эффектов поперечной инерции. Использу­
ем обозначения из [1] : Dfr.p == дkr.p/дtk при k = 1, 2, ... и D? -
оператор тождественного преобразования. 
Пусть D={O<x<x1,0<y<y1} , р=[О,у1] , q=[O,x1] , 
и при этом a i j Е Ci,j (15) , f Е со.о (D) . 
Задача: найти функцию и (х , у) Е С2•2 (D) nC1•0 (D U р) Г 
nc0•1 (D u q)ПС1 • 1 (15), являющуюся в D решением уравнен.и i 
(1) и удовлетворяющую условиям 
Ux (О, у)= r.p1 (у), Uy (х, О)= Ф1 (х) (2) 
их (х1,у) = r.p2 (у) ,иу (х , у1) = '1/J2 (х). (3) 
Из принадлежности и (х , у) классу С1 • 1 (D) следуют соот­
ношения 
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С целью обоснования единственности решения докажем, 
что при однородных условиях (2), (3) однородное уравнение 
(1) имеет только нулевое решение. Дока.зательство осуществ­
ляем методом априорной оценки с помощью энергетического 
неравенства (2). 
Воспользуемся понятиями скалярного произведения и нор­
мы в пространстве L2 {[О, х1] х [О, У1]} : 
Х1 Yl х1 Yl 
(u,v) = J J u(x,y)v(x,y)dydx, llиl/ 2 = J J u2 (x,y)dydx . 
о о о о 
Вычислим скалярное произведение 
2 2 . 
(L (и), и)= (D;D~u + L L Щj (х, у) D~Vyu, и)= 
i=Oj=O 
i+j< 4 
Х1 YI 2 2 . 
= J J (D;D~u ·и+ L L aijD~Vyu ·и) (х, у) dydx. 
О О i=Oj=O 
i+j<4 
С помощью интегрирования по частям перепишем это соотно­
шение в виде 
Х1 1/1 
(L (и)' и)= 11иху112 + ! ! (а2охх2(х, у)+ 
о о 
+ ао2уу (х, у) - aiox (х, у) - ао1у (х, у)+ ( )) 2 ( ) d d + 2 2 2 аоо х, у и х, у у х 
х1 У1 
!!( а2111 (х,у) ( )) 2( ) + 2 - а2о х, у их х, у dydx+ 
о о 
х1 У1 
!!(а12х(х,у) ( )) 2( ) + 2 - ао2 х, у и11 х, у dydx+ 
о о 
х1 Yl 
+ J J ((-а12у - а21х + а11)ииху)(х, y)dydx-
o о 
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~ ~ 
- ~ j((а21и;)(х,у1) - (a21u;)(x,O))dx - ~ j((a12u~)(x1,y)-
o о 
У1 
- (а12и;)(о, y))dy - j ((а2охи2)(х1, у) - (а2охи2 )(0, y))dy-
o 
- ]((ао2уи2 )(х,у1)- (ао2уи2 )(х,О))dх + ~ J((a1ou2)(x1,y)-
o о 
XJ 
2 1 ! 2 2 
- (а1ои )(0,y))dy + 2 ((ао1и )(х,у1)- (ао1и )(x,O))dx. 
о 
Функции aij(x, у) непрерывны на компакте, поэтому дости­
гают своих точных верхних и нижних граней. Обозначим 
sup aij (х, у) = S~j, inf aij (х, у)= iaij· Используем нера-
(х,у)ЕD (x,y)ED 
венства Коши - Буняковского l(и, v)I ~ llиll · llvll, а также 
2 ~ь112~ Коши "с е": \а· ЬI ~ ~ lal + ~. справед;швое при любом 
е > О. Учитывая, что (L (и), и) = (!,и) ~ Е 11!112 + llиll 2 /(4е) 
для любого е > О, получим 
€ llJll2 ~ llиxy\l2 (~) + jjиll2 (ia~xx + ia~yy _ sa~ox _ sa~ly + 
. 1 (sa21x) 2 (sан) 2 (sa12y) 2) (ia21y ) ll 211 +iaoo- 4Е - 2 2 - 2 + - 2--sa20 их + 
Х1 Х1 
ia12x 11 211 1 ! 2 1 . ! 2 +(-2--sao2) иу -2sa21 ux(x,y1)dx+2ia21 ux(x,O)dx-
o о 
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Потребуем неотрицательности коэффици«::нтов при нормах 
и интегралах: 
ia20xx iao2yy sa1ox sao1y . 1 
--+-- - -- - --+iaoo- --2 2 2 2 4с: 
(sa21x) 2 (sa11) 2 _ (sa12y) 2 >- 0 2 2 2 ?' , 
ia~iy -sa20 ~О, ia~2• -sao2 ~О, -sa21 ? О, ia21 ? О, -sa12 ? О, 
ia12 ? О, -sa2ox + !ia10 ? О, ia2ox - !sa10 ? О, -sao2y + 
+ !iao1 ? О, iao2y - !sao1 ? О. 
При этом оказывается, что а21 = ai2 = О, ао2 ~ О, а2о ~ О, 
значит, 
ia2oxx ·iao2yy sa1ox sao1y . 1 (sa11) 2 0 --+--------+iaoo--- >- . 2 2 2 2 4с: 2 ?' 
к 1. ....... ...... . ....... 1 1. ....... ...... роме того, 2ia10 r sa2ox -:? ia2ox -:? 2sa10, 2iao1 r sao2y -:? 
? iao2y ? ~sao1, и это означает, что точная нижняя грань 
функции не меньше точной верхней, следовательно, в неравен­
ствах могут достигаться только равенства, то есть 
1 1 2а10 = а2ох = const, 2ао1 = ао2у = const. (4) 
Поэтому iaoo ~ (4с:)- 1 + (sa11 )2 /2. В силу произвольности с: 
получим , что iaoo ? (sa11)2 /2. 
п~тагаем теперь f = О, вследствие чего функция и может 
быть только нулевой. 
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Таким образом, имеет место 
Теорема. Если коэффициент и уравнения (1) удовлетворл­
ют услов'UJl.М (4) , а также iaoo ~ (sa11) 2 /2, azo ~О, ао2 :::;: О , 
а21 = ai2 =О, то задача (1) - (3) имеет единственное реше-
ние. 
Условия теоремы являются существенными, подтверждени­
ем чего может служить задача для уравнения Uxxyy + ихх = О в 
области D = [О , 7Г] х [О, 7Г] с условиями их (О, у)= О, их(1Г, у) = 
= О, иу(х, О) = О, иу(х, 7Г) = О. Здесь коэффициент а2о = 1 > О, 
а все остальные равны нулю, то есть условие теоремы не вы­
полнено. Решением является функция и ( х, у) = cos х · cos у, 
отличная от тождественного нуля в области D. 
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